Kartkowka 26.04.2018

Zadanie 1. Znalez¢ kresy inf(, y)ep f(7,y), Sub, ep f(7,y) funkeji

f(a,y) = 20y — o

na kole jednostkowym
D ={(z,y) e R*: 2® + > < 1}.

SPosOB 1. Zbior D jest domkniety 1 ograniczony, a wiec zwarty. Funkcja f jest ciggla, wiec
na zwartym zbiorze D przyjmuje swoje kresy. Jesli ekstremum jest przyjmowane w punkcie
(xz,y) € int D, to w tym punkcie zeruje sie gradient

vien = (5,7

Latwo sprawdzamy, ze jedynym takim punktem (czyli punktem krytycznym) jest (0,0). W tym
punkcie f przyjmuje warto$é¢ zero.

Jesli ekstremum jest przyjmowane w punkcie (z,y) € 0D, to w tym punkcie gradient jest
réwnolegly do wektora normalnego (z,y), spetnione jest wiec réwnanie

y-(2y —2r) —2-(20) =0, czyliy® —ay—a*=0.

Ponadto ze wzgledu na warunek (x,y) € 9D spehione jest réwnanie z? +y* = 1. Z tych dwoch
rownan widac, ze wspotrzedna = nie moze by¢ zerowa, mozemy wiec pomocniczo oznaczy¢
t = y/wx. Z pierwszego réwnania (po podzieleniu przez y?) otrzymujemy

1++5

t?—t—1=0, awiect= 5

Pozwala to wyliczy¢ wartos¢ funkcji f w tym punkcie:

fla,y) = 2zy — 2
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W powyzszych przeksztatceniach skorzystalismy z xy = y? — 22 oraz 2% + 2.

Poréwnujac liczby 0, _1%‘/5, _1%‘/5, widzimy, ze maksimum musi by¢ druga, a minimum
trzecia z nich.



SPosOB I1. Zaczynamy jak poprzednio, ale do badania funkcji f na brzegu wykorzystujemy
parametryzacje okregu (x,y) = (cost,sint). W tym celu wprowadzamy pomocniczo funkcje

g(t) = f(cost,sint) = 2costsint — cos®t,

ktéra przyjmuje te same wartosci na przedziale [0, 27] (albo na calym R), co funkcja f na 9D.
Jej ekstrema mozna znalez¢, rozwigzujac rownanie

g (t) =0, czyli sin®t —sintcost —cos*t = 0

i wykorzystujac zaleznogé sin? t+cos? t = 1. Dalsze obliczenia mozna prowadzié¢ tak jak w pierw-
szej wersji.

UwAcA. Jak wida¢, zadanie okazalo sie skomplikowane obliczeniowo, chyba ze wzgledu
na moja pomyltke przy przepisywaniu (ocenianie jest wiec odpowiednio tagodniejsze). Warto
zaznaczy¢, ze W powyzszym rozwigzaniu wyznaczono ekstremalne wartosci funkcji f, nie wy-
znaczajac jawnym wzorem punktéw ekstremalnych (wystarcza nam wiedza, ze znalezione t
wyznacza jakie$ pary (z,y)) — pozwolito to nieco skréocié zapis.

UwacGA. Gdyby chcieé, to punkt krytyczny (0,0) mozna od razu wykluczy¢ z listy kandy-
datow na ekstremum lokalne, gdyz macierz drugiej pochodnej w tym punkcie

(")

nie jest ani nieujemnie, ani niedodatnio okreslona.



Zadanie 2. Poda¢ przyktad nieograniczonej funkeji cigglej f: R? — R. Czy istnieje ciggta
funkcja nieograniczona f: D — R? okreslona na zbiorze D z poprzedniego zadania? Dlaczego?

Funkcja nieograniczona jest na przyktad f(z,y) = x.
Na zbiorze D taki przyktad nie istnieje, poniewaz na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa

(ktore zastosowano w rozwiazaniu poprzedniego zadania) kazda funkcja ciagta na zbiorze zwar-
tym jest ograniczona.



